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摘 要!-./散射级数的计算速度和精度对颗粒测量结果有着重要的影响4针对不同颗粒直径和
相对折射率0一般采用前向递推0后向递推0连分式法等计算-./散射级数4在这*种方法的基础
上提出一种改进算法0即首先通过连分式法计算-./散射级数的初始值0然后后向递推其余各值4
该算法在-56758中实现时0数据以数组的数据类型存储和调用0程序采用递归算法4通过比较计
算结果发现0该算法耗时短且结果不易溢出0具有快速9稳定9不受颗粒直径和折射率范围影响等
优点4
关键词!-./散射2颗粒直径2-567582:5;/倒推算法
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引言

-./散射理论在通过光散射来测量颗粒大小的

方法中起着极其重要的作用0是激光测粒仪的关键

技术4 -./散射理论中-./散射级数的计算很重

要0它牵扯复杂的贝塞尔无穷级数s"t0计算非常麻

烦4几十年来0国内外学者陆续发表许多有关-./散

射理论的数值计算方法s$t0特别是近几年随着计算

机技术的迅速发展0-./散射理论大大提高了计算

速度和准确度4然而0-./散射理论的计算方法还

不够完善0各个学者的计算结果也有很大差异0所以

-./散射理论的计算仍然在继续探讨中4笔者在前

人的基础上通过-56758进行了相关计算4
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! "#$散射理论
"#$散射理论是麦克斯韦方程对处在均匀介

质中的均匀颗粒在平面单色波照射下的严格数学

解%由"#$散射知道&距离散射体’处(点的散射光
强为

)*+,-)./ 01

231’1/)45&67 4!7

)45&67-89!45781*#:16;89145781+<*16 417
式中=0为光波波长>).为入射光强>)*+,为散射
光强>5为散射角>6为偏振光的偏振角%

9!457-?
@

A-!

1A;!
A4A;!7BCA3A;DAEAF 4G7

91457-?
@

A-!

1A;!
A4A;!7BCAEA;DA3AF 4H7

式中=9!457和91457是振幅函数>CA和DA是与贝
塞尔函数和汉克尔函数有关的函数>3A和EA是连
带勒让得函数的函数&仅与散射角5有关%其中

CA-
6A4I76JA4KI7LK6JA4I76A4KI7
MA4I76JA4KI7LKMJA4I76A4KI7 4N7

DA-
K6A4I76JA4KI7L6JA4I76A4KI7
KMA4I76JA4KI7LMJA4I76A4KI7 4O7

式中=6A4I7和MA4I7分别是贝塞尔函数和第一类汉
克尔函数>6JA4KI7和MJA4KI7是6A4I7和MA4I7的导

数>I为无因次直径&I-3P0&P
为颗粒的实际直

径>0是入射光的波长>K是散射颗粒相对于周
围介质的折射率&它是一个复数&虚部是颗粒对光
的吸收的量化%
由以上公式可见&"#$散射计算的关键是振幅

函数9!457和91457&它们是一个无穷求和的过程&
理论上无法计算%求解振幅函数的关键是计算CA
和DA&所以"#$散射的计算难点是求解CA和DA%

1 "#$散射理论的数值计算
通过以上分析可知&"#$散射计算的核心是

求解CA和DA&我们编制程序也是围绕它进行编写%
在 CA和DA的表达式中6A4I7&6JA4I7&MA4I7和MJA
4I7满足下列递推关系BG&NF=

6A4I7-1AL!I 6AL!4I7L66L14I7 4Q7

6JA4I7-L AI6A4I7;6AL!4I7 427

MA4I7-1AL!I MAL!4I7LMAL14I7 4R7

MJA4I7-L AIMA4I7;MAL!4I7 4!.7

这些函数的初始值为

6L!4I7-+<*I 4!!7

6.4I7-*#:I 4!17

ML!4I7-+<*IL#*#:I 4!G7

M.4I7-*#:I;#+<*I 4!H7
与散射角有关的3A和EA满足下列递推公式=

EA-3A+<*5L3JA*#:15 4!N7

3A-1AL!AL!3AL!+<*5L
A
AL!3AL1 4!O7

3JA-41AL!73AL!;3JAL1 4!Q7

3.-. 4!27

3.-. 4!R7

3J.-3J!-. 41.7
有了这些递推公式可以很方便地通过计算机

程序求解% 但是对于A的大小&因为计算机不可
能计算无穷个数据&所以A在计算之前就要被确
定%

G 在",ST,U中"#$散射理论的计算
方法

关于 A的估计可按 V#*+<WU$给出的经验公
式BHF得出%本文将CA适当处理为

CA-
6A4I7PALK6JA4I7
MA4I7PALKMJA4I7 41!7

PA-
6JA4KI7
6A4KI7 4117

这样&对CA的求解变为对 6A4I7&6JA4I7&MA4I7&MJA
4I7和PA的求解%计算机计算程序流程如图!所示%

图! 程序流程图

XYZ[! X\]̂ _‘abc]deb]Zbaf
下面图1g图Q中纵坐标是CA的模4即"#$散

射级数中的!个&是无量纲的7&横坐标是A*S<h%图1

iHOGi 应用光学 1..Q&124G7 项建胜&等="#$光散射理论的数值计算方法



!图"分别是在#$%&’$()"*针对非吸收性颗
粒和#$+((&’$+),-+),.针对吸收性颗粒的条
件下&按照前向递推&后向递推和连分式法计算得
到的级数模/

图, 前向递推米氏散射级数的变化

01$%&’$()"*2

345), 64789:;;7<4=587<478>?@A<B:<C<79D<84A=
01$%&’$()"*2

图E 后向递推米氏散射级数

01$%&’$()"*2

345)E 64789:;;7<4=587<478>?>:9FB:<C<79D<84A=
01$%&’$()"*2

图% 连分式下的米氏散射级数

0G$%&H$()"*2

345)% 64789:;;7<4=587<478>?I4=F<79D<84A=
01$%&’$()"*2

表+是本程序计算的消光系数JKLM与N.OPQHRK
0STUVW2和XY0STUZ[[2\E]计算结果的比较/表

+表明计算结果基本一致&说明本文算法正确/

图* 前向递推米氏散射级数

01$+((&’$+),-+),.2

345)* 64789:;;7<4=587<478>?@A<B:<C<79D<84A=
01$+((&’$+),-+),.2

图^ 后向递推米氏散射级数

01$+((&’$+),-+),.2

345)̂ 64789:;;7<4=587<478>?>:9FB:<C<79D<84A=
01$+((&’$+),-+),.2

图" 连分式下的米氏散射级数

01$+((&’$+),-+),.2

345)" 64789:;;7<4=587<478>?I4=F<79D<84A=
01$+((&’$+),-+),.2

从以上图中可以看出_1‘_的震荡是很剧烈的&
特别是在#较大的情况下0#$+((2&‘的选择是比
较正确的&每幅图在接近‘OMQa时_1‘_衰减得很快/然
而&E种方法的计算结果不尽相同&在 #$%&’$
()"*时后向递推和连分式结果很接近&前向递推结
果整体偏小&但变化趋势与其他方法大致相同b在#$
+((&’$+),时前向递推和连分式结果相似&但后向
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递推结果和它们差别较大!变化趋势却大致相同"
表# 消光系数的计算结果比较

$%&’(# )*+,%-./*0*12(345%’56’%4(7&849(

+(49*7:.4949%4*1;<=)>>

?@ABC

D E ?@AFGG 本文方法

HIJK #H LILMLLN LILLONJN

HIJK #HHH #IPPJP# LIHHQ#JJ

#IKRS HIHKK HI#H#OP# HI#HLHPO

#IKRS #HH LIHPJKH LIHQNHQQ

#HR#HS #HHHH LIHHKP# LIHHKJKO

#HR#HS #HH LIHJ##L LIHJLMQ#

O 结论
利用?TUVTW编写的程序计算不同颗粒直径及

其相对折射率下的?SX散射级数可以看到!M种
方法的计算结果不尽相同!但是?SX散射级数震荡
很剧烈"通过计算多种E和D发现!在它们较小的
情况下前向递推还是比较稳定的!随着E和D的增
大!特别是E的增大前向递推计算结果极易溢出"
单纯的后向递推法由于选择的初始值很难保证正

确!仅靠经验确定!因此计算结果和其他L种方法
差别较大!并且计算耗时较长!故不推荐使用单纯
的向后递推"通过综合比较!选取连分式算法最好"
首先通过连分式算出向后递推的初始值!然后再采
用向后递推的方法计算"这种方法耗时短且满足实

时处理的要求!计算稳定!不易由于参数E过大而
使结果溢出"
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gVTccSgTV?SX cgTUUXnS‘a gTVgzVTUS_‘Zs[I F̂ S‘T
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