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菱形 HSLDS隔振器负刚度机构质量及
摩擦力影响分析
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摘     要：以菱形负刚度机构 HSLDS（high static low dynamic stiffness）隔振器（简称菱形 HSLDS 隔

振器）为研究目标，采用虚功法建立负刚度机构等效摩擦力模型，并以拉格朗日方法建立包含负

刚度机构质量及摩擦力因素的动力学方程；利用谐波平衡法（HBM）求解动力学方程，分析了负

刚度机构质量及摩擦力对隔振的影响及其优化措施，并通过实物样机验证了理论模型的合理

性。实验结果表明：负刚度机构质量及摩擦力对隔振均产生不利影响，应尽量减小；将负刚度机

构连杆较短侧连接于载荷平台端，可以减小负刚度机构质量对较高频段隔振性能的影响；在限定

隔振器刚度参数以及铰接副接触参数且同时满足刚度与摩擦力优化条件下，通过增大连杆机构

杆长差的方式可以优化低频段隔振性能，并降低负刚度机构摩擦力对高频段隔振的影响。
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Analysis of mass and friction effect of negative stiffness mechanism
of rhombic HSLDS vibration isolator

YUAN Yijie，JI Ming，ZHANG Weiguo，YI Xingguo，WANG Yi，SHI Daoyun
（Xi’an Institute of Applied Optics, Xi’an 710065, China）

Abstract：Taking high static low dynamic stiffness (HSLDS) vibration isolator with rhombic negative stiffness

mechanism (rhombic  HSLDS isolator)  as  research  object,  the  equivalent  friction  model  of  negative  stiffness

mechanism was established by virtual work method, and the kinetic equation with factors of negative stiffness

mechanism  mass  and  friction  was  established  by  Lagrange  method.  The  kinetic  equation  was  solved  by

harmonic  balance  method  (HBM),  the  influences  of  negative  stiffness  mechanism  mass  and  friction  on

vibration  isolation  and  optimization  measures  were  analyzed,  and  the  rationality  of  theoretical  model  was

verified  by  the  prototype.  The  experimental  results  show  that  the  mass  and  friction  of  negative  stiffness

mechanism have adverse effect on vibration isolation and should be reduced. Connecting the shorter rod side of

negative  stiffness  mechanism  to  the  end  of  load  platform  can  reduce  influence  of  the  negative  stiffness

mechanism mass on vibration isolation performance in higher-frequency range. Under condition that stiffness

parameters  of  isolator  and  contact  parameters  of  hinged  pairs  are  fixed,  and  the  stiffness  and  friction  are

satisfied  simultaneously,  the  vibration  isolation  performance  in  low-frequency  range  can  be  optimized  by

increasing the rod length difference, and can reduce the influence of negative stiffness mechanism friction on

vibration isolation in high-frequency range.

Key words：HSLDS vibration isolator； rhombic negative stiffness  mechanism；negative stiffness  mechanism

mass；negative stiffness mechanism friction
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引言

√
2

随着光电传感器性能的逐渐提升，对平台隔振

的需求也越来越严格 [1]。传统线性隔振器仅能有

效隔离频率大于 倍自身谐振频率的扰动，在一

些扰动频率较低的应用中，为了满足隔振需求，隔

振器刚度需要降低至容易导致失稳的水平。而

HSLDS隔振器 [2] 则较好地解决了上述问题，在维

持一定静刚度的前提下，通过非线性调节，可以降

低动态刚度，甚至达到“准零刚度”（QZS）状态 [3]，

具备良好的应用前景，已成为行业的研究热点。

目前，HSLDS隔振器的多数研究聚焦于负刚

度机构理论研究层面，提出了多种负刚度机构形

式 [4-11]，对负刚度机构的几何参数、弹性器件参数

进行了充分分析。部分研究涉及了非线性隔振下

摩擦力直接作用于负载的特性 [12-13] 以及几何非线

性摩擦力对隔振的影响[14]，但鲜有研究分析负刚度

机构的质量及内部摩擦力对隔振的影响。在一些

应用中，如采用连杆形式的负刚度机构（特别是多

层连杆结构[10]），内部运动环节较多，摩擦力因素影

响较大，并且隔振过程中，负刚度机构也关联地运

动，自身质量的影响难以忽视，否则将导致理论分

析与实际存在较大差异，不利于指导实践。

针对上述问题，本文以一种具有较灵活刚度非

线性调节能力的菱形连杆负刚度机构 HSLDS隔振

器（简称菱形 HSLDS隔振器）为目标，采用虚功法

建立负刚度机构等效摩擦力数学模型，构建隔振

器拉格朗日方程，并采用谐波平衡法 [15] 求解，分析

负刚度机构的质量及摩擦力因素对隔振的影响。 

1    隔振器建模
菱形 HSLDS隔振器如图 1所示，由圆周均布

的 4组菱形负刚度机构与包含 4个主隔振器的传

统隔振平台并联构成。菱形连杆机构的拉簧处于

拉伸状态时，菱形连杆机构产生负刚度效应。 

1.1    摩擦力建模

为便于分析，本文仅考虑动库伦摩擦，忽略粘

滞摩擦影响，同时仅考虑由拉簧产生正压力导致

的铰接副摩擦力，忽略铰接副由端面及径向扭转

导致的摩擦力，并假定摩擦系数不受外力影响，且

A、C处铰接轴不存在绕其轴线的转动，B、D处铰

接轴相对于 BD连线不存在转动，如图 2所示。当

4组负刚度机构共同作用时，依据虚功定理存在以

下关系：
4[M1 (|dφ1| ∓ |dθ1|)+M1 (|dφ1| ± |dθ3|)+

M2 (|dφ2| ± |dθ2|)+M2 (|dφ2| ∓ |dθ4|)+
2M1 |dγ1|+2M2 |dγ2|] = F |dh| （1）

M1 M2 F

h > 0

M1 = f1µr M2 = f2µr f1 f2 µ

r

式中： 、 为摩擦力矩； 为负刚度机构在振动

方向的等效摩擦力； ，即图 2所示状态，在（1）
式取上端符号，反之取下端符号。依据设定有：

、 ，其中 、 为连杆压力， 为接

触面摩擦系数， 为铰接轴半径。根据几何关系：
dθ1+dγ1 = 0

dθ2+dγ2 = 0

dθ1 = dθ3

dθ2 = dθ4

dφ1 = dφ2

（1）式可化为

8µr ( f1 |dφ1|+ f2 |dφ2|+ f1 |dθ1|+ f2 |dθ2|) = F |dh|（2）
依据几何及受力关系，由（2）式可推导出：

F = 8µr
 f1 f2|h|

a+b

ab f
√

l2+h2
+ ( f1+ f2)

l
l2+h2

（3）
f式中 为负刚度机构拉簧的弹性力，且又有：

f1 f2 =
f 2ab

[(
l2+h2)2− (

a2−b2)2
]

(l2+h2)
[
4a2b2− (a2+b2− l2−h2)2

] （4）
 

1

2

3

4

5 
1.振动基座；2.载荷平台；3.主隔振器；4.菱形负刚度机构；5.拉簧

图 1    菱形 HSLDS 隔振器

Fig. 1    Rhombic HSLDS vibration isolator
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图 2    菱形负刚度机构分析图示

Fig. 2    Schematic  diagram  of  rhombic  negative  stiffness

mechanism
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f1+ f2 =
f (a+b)

[
l2+h2− (a−b)2

]
√

4a2b2− (a2+b2− l2−h2)2 √(l2+h2)
（5）

f = k2∆联立（3）式～（5）式，令 ，可得：

F =
8µrk2∆ (a+b)

(l2+h2)1.5 ×
{ |h| [(l2+h2)2− (

a2−b2)2
]

4a2b2− (a2+b2− l2−h2)2+

l
[
l2+h2− (a−b)2

]
√

4a2b2− (a2+b2− l2−h2)2

}
（6）

k2式中： 为拉簧刚度；

∆ =

√
4b2 (l2+h2)− (

b2−a2+ l2+h2)2

l2+h2
−√

4b2l2− (
b2−a2+ l2)2

l2
+dki （7）

dki

h = 0

式中 为菱形 HSLDS隔振器处于平衡位置（即图 2
中 ）时负刚度机构拉簧的预拉伸量。

利用 ADAMS虚拟样机对等效摩擦力模型进

行验证，如图 3所示，仿真数据与计算数据吻合得

较好，表明模型是正确的。
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Parameters: a=52.4 mm；b=47.6 mm；l=69 mm,
μ=0.03；r=4 mm；k2=262.7 N/mm；dki=4.6 mm

图 3    负刚度机构等效摩擦力验证

Fig. 3     Verification  of  equivalent  friction  of  negative

stiffness mechanism
 
  

1.2    动力学方程建模

m1 m2

BD

隔振装置中运动部件质量主要分为有效载荷

以及负刚度机构质量 两部分。为简化分析，

将负刚度机构视为集中质量。考虑到拉簧组件及

其配合的铰接轴是负刚度机构质量的主要构成部

分，可将质心设定在图 2中 中点位置处。

依据拉格朗日方程有：

d
dt

(
dL
dh′

)
− dL

dh
= Q （8）

L = T −V式中 ，其中

T =
1
2

m1(xi
′+h′)2

+2m2

[
(xi
′)2
+(

a2−b2) (l2−h2)+ (
l2+h2)2

(l2+h2)2 xi
′h′+(

a2−b2)2
+2

(
a2−b2) (l2−h2)+ (

l2+h2)2

4(l2+h2)2 (h′)2

]
（9）

V =
1
2

k1h2+2k2

(
∆2−dki

2
)

（10）

Q = −Ch′−Fsgn(h′) （11）

xi

k1 C

（ 9）式中 为施加至振动基座的扰动位移，

（10）式中 与（11）式中 分别为主隔振器的刚度和

与阻尼系数和。

将（9）式～（11）式代入（8）式中，得：

m1xi
′′+m2Axi

′′+m1h′′+m2Bh′′−m2C(h′)2
+ k1h−

4k2D+Ch′+8urk2

(
F1hsgn(h)+F2

)
sgn(h′) = 0

（12）

式中相关因子及其泰勒级数简化见（13）式～（18）
式，泰勒级数取至第 3阶。

A =2
(
a2−b2) (l2−h2)+ (

l2+h2)2

(l2+h2)2 ≈

A0+
1
2

A2h2 （13）

B =
(
a2−b2)2

+2
(
a2−b2) (l2−h2)+ (

l2+h2)2

(l2+h2)2 ≈

B0+
1
2

B2h2 （14）

C =2
(
a2−b2)2

+
(
a2−b2) (3l2−h2)

(l2+h2)3 h ≈

C1h+
1
6

C3h3 （15）

D =
h∆

[(
l2+h2)2− (

b2−a2)2
]

(l2+h2)1.5
√

4b2 (l2+h2)− (b2−a2+ l2+h2)2
≈

D1h+
1
6

D3h3
（16）

F1 =
(a+b)∆

[(
l2+h2)2− (

a2−b2)2
]

(l2+h2)1.5
[
4a2b2− (a2+b2− l2−h2)2

] ≈
F10+F12

h2

2
（17）

F2 =
l (a+b)∆

[
l2+h2− (a−b)2

]
(l2+h2)1.5

√
4a2b2− (a2+b2− l2−h2)2

≈

F20+F22
h2

2
（18）

X0 = X|h=0 X1 =

δX
δh

∣∣∣∣∣
h=0

X2 =
δ2X
δh2

∣∣∣∣∣∣
h=0

泰勒级数中符号的含义为： ，

， ，依此类推。
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dki

由（7）式、（16）式～（18）式可知，负刚度拉簧

的预拉伸量 与负刚度机构等效摩擦力及隔振器

等效刚度参数存在密切关系。为使分析更为直

观，引入零位刚度概念，即：

k̃ = Kh=0/k1 （19）

Kh=0

k̃ dki

式中 为隔振器在平衡位置处的等效刚度。依

据定义可得 与 的相关性为

dki =

(
1− k̃

)
l3

√
4b2l2− (b2−a2+ l2)2

4α
[
l4− (a2−b2)2

] （20）

α = k2/k1式中 。 

1.3    动力学分析方法

xi = xi cosωt h = h×
cos(ωt+φ)

本文以绝对位移传递率作为隔振性能评价参

数，采用谐波平衡法求解动力学方程。令输入绝

对位移为 ，输出相对位移分别为

。

sgn(h) sgn(h′)使用傅里叶展开对符号函数 及 进

行简化[14]：

sgn(h) =sgn
[
hcos(ωt+φ)

]
≈ a0+a1 cos(ωt+φ) ≈

4
π

cos(ωt+φ) （21）

sgn(h′) =− sgn
[
hsin(ωt+φ)

]
≈ b1 sin(ωt+φ) ≈

− 4
π

sin(ωt+φ) （22）

β = m2/m1 Ω = ω/ωn t = ωnτ ωn =
√

k1/m1

ξ =C/
(
2
√

k1m1

)令： ， ， ， ，

。将上述表达式代入（12）式，得：{
Â− D̂cosφ

}
cos(Ωt+φ)+ [D̂sinφ+

B̂] sin(Ωt+φ) = Ĉ cosΩt （23）

式中：

Â =−
[(

1+βB0

)
h+

3
8
βB2h

3
]
Ω2+[

1
48
βC3h

5
+

1
4
βC1h

3
]
Ω2+[(

1−4αD1

)
h− 1

2
αD3h

3
]

（24）

B̂ =−
{

2ξhΩ+
32µrα

π

[(
F10h+

3
8

F12h
3
)

1
π
+

F20+
1
4

F22h
2
]}

（25）

Ĉ =
(
1+βA0+

1
4
βA2h

2
)

xiΩ
2 （26）

D̂ =
1
8
βA2h

2
xiΩ

2 （27）

动力学方程存在以下幅频关系：


(

Â
Ĉ+ D̂

)2

+

(
B̂

Ĉ− D̂

)2

= 1

cosφ =
Â

Ĉ+ D̂

（28）

则隔振装置的绝对位移传递率为

T =

√
h

2
+ xi

2
+2hxi cosφ

xi
（29）

 

2    参数分析
首先，设定如表 1所示的一般性参数。

 

 
 

表 1    分析参数

Table 1    Analysis parameters
 

k1/N ·m−1 α k̃ ξ l/m r/m G/g

80 100 0.75 0.35 0.06 0.07 0.004 1
 
  

2.1    摩擦力特性分析

k1 k̃

l a

b

联立（6）式、（7）式和（20）式，等效摩擦力分析

数据如图 4所示。由图 4可知，在隔振运动过程

中，等效摩擦力变化幅度较小，在限定 、 及摩擦

系数的条件下（后续分析均基于此限定），负刚度

机构的几何参数决定了铰接副的受力情况，对等

效摩擦力影响较大，即基准尺寸 一定时，杆长 、

与平衡位置处等效摩擦力呈正相关关系，见图 4
中序号 A、B、C；较长杆较短时，增大两连杆长度

的差值（后简称杆长差），平衡位置处等效摩擦力

减小，见图 4中序号 B、D；较长杆较长时，随着杆

长差增大，平衡位置处等效摩擦力呈现先减小后

增大的趋势，见图 4中序号 C、E、F。显然，等效摩

 

h/m ×10−3

F
/N

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
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A: a=0.042, b=0.042
B: a=0.06, b=0.06
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E: a=0.07, b=0.06
F: a=0.07, b=0.025

F

C

E

DB

A

 
Parameter：μ=0.03

图 4    等效摩擦力几何非线性分析

Fig. 4    Equivalent friction geometric nonlinear analysis
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擦力受杆长几何因素的影响，存在 2个临界值，即

由杆长差导致的平衡位置处等效摩擦力变化趋势

开始发生改变的较长杆杆长临界值，以及较长杆

大于杆长临界值时，平衡位置处等效摩擦力开始

大于连杆等长情况的杆长差临界值。受篇幅限

制，对此本文不展开分析。 

2.2    隔振性能分析

β

负刚度机构质量对隔振的影响如图 5所示。由

图 5可看出，随着 增加，即负刚度机构质量增加，

将导致谐振点频率降低，位移传递率增加，同时还

会提升高频段的位移传递率，如图 5中曲线 A、B。
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图 5    菱形负刚度机构质量影响分析

Fig. 5    Analysis  of  mass  effect  on rhombic  negative  stiffness

mechanism
 
 

此外，当负刚度机构连杆不等长，且与载荷平

台铰接的连杆较短，即负刚度机构的质心偏向载

荷平台一侧时，在较高频段的位移传递率低于质

心偏向振动基座一侧的情况，如图 5中曲线 B、D。

负刚度机构摩擦力对隔振性能的影响与阻尼

类似，减小低频段位移传递率，增大高频段位移传

递率，如图 6中 B1、B2。菱形 HSLDS隔振器可以

通过增加负刚度连杆机构的杆长或杆长差方式，

对刚度非线性进行设置，实现隔振优化，如图 6中

A1、B1、C1。当摩擦力因素不可忽视时，增加杆长

将增大等效摩擦力，在优化低频隔振性能的同时，

导致高频隔振性能下降，如图 6中 A2、B2；利用杆

长差方式进行调节且同时满足刚度非线性优化与

降低摩擦力条件时，增加杆长差可降低谐振点频

率，改善较低频段隔振性能的同时，减小摩擦力对

高频隔振的不利影响，如图 4中 B、D与图 6中

B2、C2。
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图 6    菱形负刚度机构摩擦力影响分析

Fig. 6    Analysis  of  friction  effect  on rhombic  negative

stiffness mechanism
 
  

3    实验验证 

3.1    实验分析方法

受实验条件限制，选用两组规格的负刚度机

构，分别对负刚度机构质量因素以及摩擦力因素

进行实物测试，通过与计算结果对比，验证建模的

准确性，并以此保证分析结果的合理性。

测试中，组Ⅰ负刚度机构杆长分别为 60.3 mm、

49.2  mm；组Ⅱ负刚度机构杆长分别为 52.4  mm、

48.2 mm。所有铰接副采用柔性轴套与钢轴配合方

式。第 1组实验：在润滑条件下，通过对调组Ⅰ负

刚度机构与振动基座及载荷平台的连接关系，分

析负刚度机构质心位置对隔振性能的影响；第 2组

实验：通过改变组Ⅱ负刚度机构铰接副接触面的

润滑状态，分析负刚度机构内部摩擦力对隔振的

影响。为确保计算符合实际，计算中的主要物理

数据通过实测方法获得。 

3.2    实验数据

采用图 7所示摩擦力矩测试环境，对不同受力

情况下有、无油脂润滑的铰接副接触摩擦力矩进

行测试，得到图 8所示的摩擦系数曲线，其中

AS1、AS2分别对应 2个柔性轴套样本。

f1 f2

通过测量，得到菱形 HSLDS隔振器处于平衡

位置时，组Ⅰ、Ⅱ负刚度机构拉簧的拉力分别为

789 N、1 029 N。通过受力分解，计算得出此时负

刚度机构连杆的受力 、 ，如表 2所示。由于连

杆分力的差值不大，根据图 8摩擦系数变化趋势，

可假定各组计算中摩擦系数是固定的，摩擦系数
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m = 12 kg

l = 70 mm

ξ = 0.075

取值见表 2。其他参数依据测试环境取： ，

，输入扰动加速度幅值 G=1.4 g，并设定

。依据表 2中数据，通过动力学解算得到

图 9所示传递率计算曲线，对应实物测试传递率曲

线如图 10所示。图 9和图 10中，序号 0皆为主隔

振器隔振传递率曲线，且序号 1～4曲线分别与表 2
中序号 1～4数据相对应。计算与实测曲线的谐振

点参数如表 3所示。其中序号 0谐振峰值的计算

传递率与实验传递率基本一致，表明主隔振器的

计算阻尼与实际是相符的，在此基础上序号 1～
4的计算与实验谐振峰值数据吻合得较好。在较

高频部分，对比不考虑负刚度机构自身因素的计

算数据，本文提出的计算模型大幅提高了传递率

的准确度，与实验数据具有较高的相符性，如表 4
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图 7    摩擦力矩测试环境

Fig. 7    Friction torque testing environment
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图 8    柔性轴套-钢轴摩擦系数图

Fig. 8    Friction  coefficient  diagram  of  flexible  sleeve-steel

shaft
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图 9    隔振传递率计算曲线

Fig. 9    Calculation  curves  of  vibration  isolation  trans-

missibility

 

表 2    负刚度机构实验参数

Table 2    Experimental  parameters  of  negative  stiffness

mechanism
 

序号 杆长a/mm 杆长b/mm k̃ f1/N f2/N μ α β

1 60.3 49.2 0.61 430 575 0.06 0.97 0.027

2 49.2 60.3 0.61 575 430 0.06 0.97 0.027

3 52.4 48.2 0.38 680 741 0.074 1.73 0.024

4 52.4 48.2 0.38 680 741 0.1 1.73 0.024
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所示。同时还可观察到，序号 1在较高频部分（如

30 Hz与 50 Hz）的传递率略低于序号 2，这与理论

分析结果一致；但润滑状态的序号 3在较高频的传

递率反高于非润滑状态的序号 4，这与逻辑分析结

果相悖，分析其原因与采用的润滑方式有关。在

较高频段，转动副的相对转动位移量较小，受润滑

脂的粘滞效应影响导致实际摩擦系数增大，因而

产生与理论分析结果不符的现象。 

4    结论
针对菱形 HSLDS隔振器，对负刚度机构的等

效摩擦力进行建模，将负刚度机构的质量、摩擦力

因素纳入动力学方程，并通过实物测试验证了上

述数学模型的准确性。得出以下结论：

1） 增加负刚度机构质量对低频段隔振的影响

与增加有效负载情况类似，同时会恶化高频段隔

振性能，在隔振器设计中应尽量减小负刚度机构

的质量；当负刚度机构质量一定且连杆不等长时，

可将较短连杆的一侧、即质心偏向侧，铰接于载荷

平台，以减小负刚度机构质量对高频段隔振性能

的影响。

2） 负刚度机构铰接副摩擦力对隔振的影响与

阻尼类似，应尽量减小负刚度机构铰接副摩擦

力。当摩擦系数难以充分降低时，在隔振刚度要

求一定且摩擦系数受外力影响较小的情况下，可

以利用杆长差对刚度及摩擦力的优化特性，实现

宽频段隔振优化。
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表 3    谐振点参数

Table 3    Resonance point parameters
 

序号 计算谐振频率/Hz 计算传递率 实验谐振频率/Hz 实验传递率

0 13.85 6.71 13.85 6.79
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2 10.80 4.25 12.12 4.94

3 9.00 3.07 9.11 3.25
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表 4    较高频率段参数

Table 4    Parameters of higher frequency band
 

序号 频率/Hz
未考虑负刚度
机构因素的
计算传递率

本文计算
传递率
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1
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